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CONVEXITE

Dans tout ce chapitre, I est un INTERVALLE de R et non une partie quelconque. En d’autres termes, [x, y] C I pour tous
x,y €I pour lesquels x < y, ou l'on rappelle que par définition [x,y] = {t eR| x<t< y}.

TAchons cependant de concevoir [x, y] autrement. Quand A dé-

crit [0,1], A (y — x) décrit le segment d’extrémités 0 et y — x, donc Valeurs de (1—A)x +Ay —> x Sxty xty x+2y

. Y 2 3
(1-=A)x+ Ay =x+A(y —x) décrit le segment d’extrémités x et y. 4 L
( ) Valeurs de A —> 0 1 E-
aleurs de 4 2 3

Conclusion : [x,y]:{(l—l)x—i-kyl 16[0,1]}.

Donnons-nous maintenant une fonction f : I — R. Quand A décrit
[0,1], (1 —=A) f(x)+ A f(y) décrit le segment d’extrémités f (x) et f(y), et
dans le plan, le point de coordonnées ((l—k)x+7ty , (A=A f)+AS (y))
décrit le segment d’extrémités (x, f (x)) et (y, f (y)), appelé une corde de f .

) |
f(A=)x+2ay) 1
A-DfE)+Af() 1

69 Si x # y, la droite compléte qui passe par (x,f(x)) et (y,f(y)) est

quant a elle appelée une sécante de f.

Définition (Fonction convexe/concave) Soit f : I — R une fonction.
e Fonction convexe : On dit que f est convexe si son graphe est situé en-dessous de toutes ses cordes, i.e. si :
Vx,yel, YAe[0,1], f(QA-A)x+Ay)<Q—A)f(x)+Af(y).
e Fonction concave : On dit que f est concave si son graphe est situé au-dessus de toutes ses cordes, i.e. si :
Vx,yel, YA€[0,1], f(Q—-A)x+Ay)=Q—21)f(x)+Af(y).

11 est équivalent de dire que —f est convexe.
Fonction convexe, Fonction concave,
perpétuel virage a gauche perpétuel virage a droite

Nous n’énoncerons et ne démontrerons ci-apres que des théorémes sur les fonctions convexes, mais le cas des fonctions
concaves s’en déduit par multiplication par —1. Remplacer simplement dans chaque résultat convexe le plus petit par le plus
grand, le positif par le négatif, la croissance par la décroissance et le dessus par le dessous.

Exemple La fonction valeur absolue est convexe sur R car pour tous x,y € R et A € [0, 1], d’apres I'inégalité triangulaire :

|(1=2)x +Ay| < IT=Al x [x|+ Al x |y| = (1= 2A) x| + Aly].

Théoreme (Position du graphe d’une fonction convexe par rapport a ses sécantes)

Soient f : I — R une fonction convexe et x,y €I avec x < y.

Le graphe de f est situé sous sa sécante sur [x,y] et au-dessus a l'extérieur de
[x,y].

Graphe Graphe Graphe
au-dessus sous la au-dessus
de la sécante sécante de la sécante

Démonstration  Montrons que pour tout t € I N[y,+oo[ : f(t) = w (t—y)+f(y) —on

travaillerait de méme a gauche de x.

Fixons t € I N[y, +oo[. Il sagit de montrer que : (t—x)f(y) <(t—y)f(x)+(y—x)f(t), ouencore que

fly) < (1— }t/—x) fx)+ _)t/;x f(t).Orx <y <'t, donc Jt, X appartient a [0, 1], et si nous notons A ce
—X —X —X
t_ J—
réel: (1-A)x+At= L A + Y X = y. On conclut par convexité de f :

t—Xx t—Xx

FOI=FA=A)x+2t) A=) f () + A f (o).
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Exemple Soient f : R — R une fonction convexe et a,b € R avec a < b. Si f(a) < f(b), alors hm f(x) +00, et si

f(@)> f(b), alors _lim f(x)=+oo. .
Démonstration Le graphe de f est au-dessus de sa sécante a I'extérieur de Cas ou
f(b)—f(a) fl@)< f(b)
[a,b], donc pourtout t <aout>b: f(t)= - (t —a) + f(a).
Le résultat en découle par minoration en distinguant bien le cas f (a) < f(b) ou 7 iffi,,,‘,,.;;;;'/

I'on fait tendre t vers +00 du cas f(a) > f(b) ol on le fait tendre vers —

Théoreme (Caractérisation de la convexité par les pentes des sécantes, inégalité des pentes) Soit f : | — R
une fonction.

(i) Caractérisation de la convexité par les pentes des sécantes :
. . . x)—Jjla .
f est convexe sur [ si et seulement si pour tout a € I, la fonction x —> M est croissante sur I \ {a}.
x—
(ii) Inégalité des pentes : Si f est convexe sur I, alors pour tous a, b,c € I
aveca<b<c:

f(b)—f(@) _ f(©—F(a) _ f(c)—f(b) e
XX x o + + +
b—a c—a c—b a b ¢
Bref, les pentes des sécantes croissent en cas de convexité !
Démonstration
t J—
(i) Supposons d’abord f convexe sur I. Fixons a € I et montrons que la fonction t — A 2 fa) est crois-
—a

sante sur I \ {a} Soient x,y €I\ {a} avec x < y. Nous allons distinguer deux cas et les traiter chacun en
comparant le graphe de f a sa sécante passant par (a, f (a)) et (x, f (x)), i.e. en comparant les fonctions f

ettHM(t—a)+f(a).
X—a

PTG ()4 e,

— Siy >a, y estsitué a l'extérieur du segment [a, x] ou [x,a], donc f(y) =
ou encore flx ) fa) f(y) —fl@ puisque y —a > 0.
—a y—a
— Siy <a, y appartient au segment [a,x] ou [x,a], donc f(y) <

fO)=fla)  f)—f(a)
a

x—a y—

(y —a) + f(a), ou encore

f(x)—f(a)
x—a

puisque y —a < 0.

C’est I'inégalité souhaitée dans les deux cas.

t J—
Réciproquement, supposons t —> M croissante sur I \ {a} pour tout a € I et montrons que f est
—a
convexe. Fixons x,y €I et A € [0, 1]. Pour montrer que f((l —A)x +7Ly) <(1-A)f(x)+Af(y),on peut

supposer sans perte de généralité que A €]0,1[ et x # y, et méme x < y quitte a remplacer A par (1— Q).

t —
Posons maintenant a = (1 —A) x + Ay, de sorte que x < a < y. La fonction t — f=f(a) étant
— _ —a
croissante par hypothése : f)=f(a) < f) f(a)’ donc sachant que x —a<0ety—a>0:
x—a y—a

- (f(xX)—f@) = (x—a)(f(y)—f(a)),  puis f(a) <
or ceci s’écritaussi:  f(a)<(1—A)f(x)+Af(y) par définition de a et C’est le resultat voulu.

M est croissante sur I \ {a} d’apres (i), donc f(bz—f(a) < f(ci:i(a). D
f(t) () est croissante sur I \ {c}, donc fO)=fla) f(c)_f(b).

t—c c—a c—b

(ii) La fonction t ——

méme, la fonction t —

Exemple Soient f : I — R une fonction convexe et a,b € I deux réels pour lesquels a < b et f(a) < f(b). Alors f est
croissante sur I N [b,+o0o[. Ce résultat compléte bien s{ir notre dernier exemple.

Démonstration  Soient x,y € I N[b,+00[ avec x < y. Pour montrer que
f(x) < f(y), une simple figure nous suggere d’appliquer deux fois I'inégalité

des pentes : FO=fx) S fFO)=f(B)  fB)=fla) S
y—x x—b b—a et
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Théoreme (Caractérisation des fonctions convexes dérivables) Soit f € 92(I,R). Les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) f est convexe sur I.

(ii) f’ est croissante sur I — ou bien f” > 0 si f est deux fois dérivable sur I.

(iii) Le graphe de f est situé au-dessus de toutes ses tangentes.

Démonstration

fFO-FG) _ fOI=F0) _ fO)=f(0)
t—x h y—x h y—t

par convexité de f d’aprés I'inégalité des pentes. Faisons tendre t vers x a droite, puis indépendamment

f)—f(x)
y—x

(i) = (ii) Soient x,y €I avec x < y. Pour tout t € Jx, y[ :

vers y a gauche: f'(x) < < f’(y). Comme voulu, f’ est croissante sur I.

(ii) = (iii) Fixons a € I et montrons que le graphe de f est situé au-dessus de sa tangente en a. Notons pour
cela ¢ la fonction t — f(t)— f’(a) (t —a) — f(a). Cette fonction est dérivable sur I et pour tout x € I :
©'(x) = f'(x)—f’(a). Par croissance de f’, ¢’ est négative a gauche de a et positive a droite. Ainsi, ¢
est décroissante a gauche de a et croissante a droite, donc positive sur I tout entier puisque ¢(a) = 0.

(iii) = (i) Montrons que f est convexe sur I. Soient x,y €I et A € [0,1]. Posons a = (1 —A) x + Ay. Pour
toutt€l: f(t)=f'(a)(t—a)+ f(a), donc:

A=V +Af() > Q=D (F (@ x—a)+f(@)+A(f (@ —a)+f(@)
= (@)1= x+2Ay—a)+f@)=F((1—)x+Ay).

Exemple La fonction logarithme est concave sur Rj car sa dérivée seconde x — ——, estnegative, donc pour tous x,y > 0
X
x+y

1 1 1
et A= N dans la définition de la concavité : In > N Inx + > Iny.

De nombreuses inégalités de convexité découlent de la définition ou des résultats qui précedent. Rappelons-en trois qu’il
faut bien connaitre et comprendre graphiquement. A 'exception de la minoration du sinus, ces inégalités illustrent toutes

I'idée que le graphe d’'une fonction convexe (resp. concave) est au-dessus (resp. en dessous) de ses tangentes. La minoration

. . . e 1s . .. . , . T , . 2x
du sinus exprime quant a elle I'idée que la corde du sinus joignant les points d’abscisses 0 et 0 a pour équation y = —.
T

Vx>-—1, In(l1+x)<x. T 2x .
VxeR, e =21+ux. ‘ VXE[O,—], — <sinx < x
Vx>0, Inx<x—1. T
_x+1
x+1 Y= -
Exemple Pour tout x >0: vx < 2 2//
Démonstration La fonction x —> +/x est concave sur R’ car sa dérivée x —> 7 y est 7
_ . S x+1 2vx - /
décroissante. Son graphe est situé sous sa tangente en 1, d’équation y = — ‘e

Avant de poursuivre, revenons rapidement sur la définition de la convexité. On dit qu'une fonction f : I — R est
strictement convexe sur I si pour tous x, y € I distincts et pour tout A €]0,1[ : f((l —A)x+ )Ly) <(A-=A)f)+Af(y).
Lintuition géométrique est la méme qu’en cas de convexité simple a ceci pres qu'une fonction strictement convexe ne peut
pas étre affine sur un intervalle [a, b] avec a < b. Son graphe est toujours strictement au-dessus de ses cordes.

Les résultats précédents s’étendent bien au cadre de la convexité stricte. L'inégalité des pentes devient simplement stricte
fl)—f(a)
———e
x—a

strictement croissante sur I \ {a}. Enfin, une fonction dérivable f € 92(I,R) est strictement convexe si et seulement si sa
dérivée f’ est strictement croissante, si et seulement si pour tout a € I, son graphe est situé au-dessus de sa tangente en a
avec (a, f (a)) pour seul point de contact. Par exemple, la fonction exponentielle est strictement convexe sur R car sa dérivée
est strictement croissante, donc dans I'inégalité de convexité e* = 1 + x, I'égalité n’est atteinte que pour x = 0.

et une fonction f : I — R est strictement convexe si et seulement si pour tout a € I, la fonction x — st

Définition-théoreme (Point d’inflexion) Soient f : I — R une fonction et a un point intérieur de I. On dit que f
possede un point d’inflexion en a si f est convexe au voisinage de a a gauche et concave au voisinage de a a droite — ou
l'inverse.

Si f est deux fois dérivable sur I, f posséde un point d’inflexion en a si et seulement si f” s’annule
en a et est positive au voisinage de a a gauche et négative au voisinage de a a droite — ou l'inverse.
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Exemple Soient a € R* et b,c € R. La fonction x —> ax® + bx? + cx + d posséde un et un seul point d’inflexion, a savoir

b e . . .
en 3’ car sa dérivée seconde x — 6ax + 2b s’annule en changeant de signe en ~3q et ne le fait nulle part ailleurs.
a a

Théoreme (Convexité implique continuité) Pour une fois, I'intervalle I est supposé OUVERT. Soit f : I — R une
‘ fonction. Si f est convexe sur I, f est continue sur I.

o Attention! Il est essentiel que I'intervalle I soit OUVERT. La fonction smiley ci-contre est convexe mais
pas continue aux bornes.

Attention, une fonction convexe n’est pas forcément dérivable sur son ensemble de définition, pensez a la
fonction valeur absolue!

Démonstration Fixons a € [ et contentons-nous de montrer que f est continue a gauche en a. L'intervalle I
étant ouvert, nous pouvons nous donner un élément b € I pour lequel a < b. Par convexité de f, la fonction
x)—f(a

o2 f—f(@)
. X—da \ \ \ (s . .
ainsi une limite FINIE & gauche en a d’apres d’apres le théoréme de la limite monotone. Il en découle que :

PRIGENO
X —a

est croissante sur I \ {a}, donc croissante sur IN ]—o0, a[ et majorée par (b). Elle posseéde

x(x—a)+ f(a) —— f(a), i.e. que f estcontinue a gauche en a.
xX—a-

Théoreme (Inégalité de Jensen) Soit f : I — R une fonction convexe. n n
Pour tous xi,...,x, €l et A1,...,A, €[0,1] pour lesquels A; +...+ A, =1: f(Z?kak) < Zkkf(xk).
k=1 k=1

Démonstration Par récurrence sur n. Pour n = 2, le résultat est exactement la définition de la convexité.
o Initialisation : Rien a démontrer pour n = 1.

e Hérédité : Soit n € N*. Faisons ’hypothése que pour tous x;,...,x, €I et A4,..., A, €[0,1] pour lesquels

AH.+A,=1: f(z;\kxk) < M flx)
k=1 k=1

Fixons x1,...,Xp1 €I et A4,..., A, € [0,1] pour lesquels A; +...+ A1 = 1. Si A,,; = 0, l'inégalité
a prouver au rang n + 1 découle trivialement de 'hypothese de récurrence. Supposons donc A,.; > O et
remplacons la moyenne coefficientée des n + 1 réels x,,..., x,,,; par une moyenne coefficientée de n réels
auxquels nous pourrons appliquer 'hypothése de récurrence.

A A
Posons pour cela A/ = A, +24,,; €[0,1]et x| = A—:’xn-i- #ﬂxnﬂ €1.Sachantque A, +...+4,;+A/ =1,
n n

appliquons I'hypothese de récurrence aux n réels x;,...,X,_1, X, et aux n coefficients A,,...,4, 1,/ :

n+1 HDR

f(ZAkxk) = F(Ayxr oo Ay Xy FAXL) S A F Q)+ e Ay F(3my) + AL F ().

k=1 A A A A

Pour finir, par convexité de f :  f(x;) = f| > x,+ "—:rlxnﬂ < = flx) + ”jl f(xp41), donc
A A A A
n+1 n+1 n n n

comme voulu : f(Z?kak) < Z A f (xr)-
k=1 k=1

n

n 1 S .
Exemple Pour tous xy,...,x, > 0: - < < - Zxk. L'inégalité de droite s’appelle

1 = l'inégalité arithmético-géométrique.
x ’

k=1 "k Moyenne Moyenne

géométrique arithmétique
Moyenne
harmonique

n

Démonstration Comme Z — =1, I'inégalité de Jensen appliquée a la fonction concave x — In x s’écrit :

k=1 "1 1 n
I§ — = -1 =1
n(;nxk) Zn n X n

. . _ IR
puis par croissance de 'exponentielle : - Z X

1
simplement x; par — pour tout k € [1,n] dans I'inégalité de droite.
Xk
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Rappelons a présent que par convention 0”7 = 0 pour tout p > 0, ce qui rend la fonction x — x? continue sur R, tout
entier. Les inégalités de Holder et Minkowski énoncées ci-dessous dans R" n’ont pas beaucoup d’importance en elles-mémes,
mais leur généralisation aux espaces vectoriels de fonctions, ot 'on remplace les sommes par des intégrales, est au contraire
tres fructueuse.

Théoreme (Inégalités de Holder et Minkowski)

(i) Norme p d’un vecteur de R" : Soit p > 1. n P
Pour tout X € R", on appelle norme p de X le réel positif ||X||, = (Z kalp).

PourtousX e R"et A€R: IAX1l, = AL 11X, et IXll,=0 <= X =0g.

1 1
(ii) Inégalité de Holder : Soient p,q > 1 deux réels pour lesquels — + — = 1.

p q
Zxkyk

(iii) Inégalité de Minkowsk1 : Soit p>1.Pourtous X,Y €R": |IX + V||, <[IX]|, + [[YV]],.

Pour tous X,Y € R" : X1, 1Y 1l

La norme 2 n’est jamais qu'une généralisation a n réels du concept de norme que vous calculez en géométrie du plan et
de l'espace a partir des coordonnées dans une base orthonormale.

L'inégalité de Minkowski n’est finalement qu'une autre maniere d’appeler 'inégalité triangulaire dans le contexte des
normes p. L'inégalité de Holder est plus mystérieuse au premier abord, mais vous I'avez déja rencontrée dans le cas particulier

n n n
ouip=q=2: Zxk yi| < in Z yZ  (inégalité de Cauchy-Schwarz).
k=1 k=1
Démonstration
n
(i) PourtousX €ER" et A€R: [AX]|, = (Z leklp) (wpz |xk|p) AL X,
k=1
(ii) Montrons d’abord que pour tous x,y = 0: xy < — + —. Il nous suffit de montrer le résultat pour

1 1
x,y > 0. Or par concavité de la fonction logarithme appliquée aux réels x? et y9, sachant que —+—=1:
P q

q
In (— + y_) — In(xP)+ — ln(yq) =In(xy). On conclut par croissance de I'exponentielle.
p q p

Montrons maintenant l’inégahte de Holder. Fixons X,Y € R™.

— Supposons dans un premier temps X et Y unitaires au sens ou ||X||, = ||Y||; = 1. Pour tout k € [1,n] :

eil” | Lyl < IIXIIP VI 1 1
IXeyel < ——+-——, donc Zxk.)'k Z Iyl < -+-=1
q sy q P g
— Si jamais ||X]| est nul, alors Z |x,[P = 0, or on somme ici des réels positifs, donc x;, = 0 pour tout
k=1
k € [1,n] et I'inégalité de Holder est triviale dans ce cas. Méme chose si ||Y]| est nul.
lIX1l
— Enfin, si ||X|| > 0 et ||Y]| > 0, ramenons-nous au cas unitaire grace a (i) : H—H = L=
. n y X1, e N1X11,
H—H = donc : Z k oy 2k 1< H H H H = et C’est fini.
71l llq =X, 1Yl 1X11, 1o Yl Mg
11 1 p-1 L .
(iii) Pour commencer — + — =1, donc — = ——, donc (p —1)q = p. A présent, pour tous X,Y € R" :
P q q p

n n n n
X +viP ZZ e + yil? ZZ i + vl % Ixge + yie P <Z il i + ye P +Z il x Ixi + ye P

k=1 k=1 1 k=1 1 k=1

Holder 1 q I ]
< ||X||p(2 |xk+yk|(P-”q) + ||Y||p(2 |xk+yk|<P-UQ)
k=1 ) k=1 1

” ' ” ' : ;
=||X||p(2|xk+yk|P) + ||Y||p(Z|xk+yk|P) = X1, IX + Yl + Y1l 1X +YII
k=1 k=1

P
Pour finir, 'inégalité de Minkowski est triviale si ||X +Y|| = 0. Dans le cas contraire, divisons par || X +Y|| 1? :

P(1-3)
X1, + 1Y ll, = IX + Y, * =[X+Y|, =X +Yl,-



